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Let G K N be a semi-direct product of Lie groups; we detine a family of non- 
unitarily induced representations of it and then give two sufficient conditions for 
their irreducibility. Under certain hypotheses (G is semi-algebraic and acts regularly 
on the vector space N), plus conditions on some orbit of G in N*, we prove that 
the first criterion is also necessary. The proof of this result relies on a characteriza- 
tion of the Schwartz space of a semi-algebraic smooth variety that we give. We 
particularly study the case of Cartan motion groups related to pseudo-Riemannian 
rank one symmetric spaces. :c 1992 Acadamc Press. Inc. 
Soient G un groupe de Lie, N un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie 
n et p un homomorphisme analytique de G dans Aut(N). On note S le 
produit semi-direct G K N de G par N. 
Soient i. un caractere (Cventuellement non-unitaire) de N, G1 le 
stabilisateur de I. dans G et (p, E,,) une representation unitaire et irreduc- 
tible de G,. On designe par dA la differentielle de i, et on pose: g. di.= 
dl.oAd(g) pour tout go G. 
Pour les besoins de cette introduction supposons qu’il existe sur GI\G 
une mesure G-invariante a droite qu’on note dg. On dtsigne par H,,l.p, 
t E R, l’espace des fonctions f: G + E, verifiant: 
(i) f est dg-measurable (dg etant une mesure invariante a droite 
sur G). 
(ii) Pour presque tout g E G: 
f&T) = P(h) *f(g) VheG1. 
(iii) IlSll, = [IGI,G. llj(g)ll’ e’ Un.“H dg] ‘I2 < 00. 
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On pose: H,,, = n,, R H,.j.,/, et on le munit de la topologie limite projective 
des espaces H,.,,,. La relation: 
(I”.‘(g,n).cp)(x)=i.(xgng ‘x -‘)cp(xg), 
CP E Hj.,p 9 nENet(g,x)EGxG 
delinit une representation continue de S dans H;.,,. 
Soit %?,,.> I’espace des fonctions 9 continues sur G;‘\G telles que: 
Ilcp(l,, ,. := sup (Iv(g)1 e’!In “i’} < c;c. 
g E c;,,: G 
On note %i la reunion des espaces ~,;.j., t E R, qu’on munit de la topologie 
limite inductive de celle des espaces w,;.;. Soit A(&.) le sous-espace de ~j. ( 
engendre par les fonctions: 
4j,.x(g) = ew...Am.w, geG 
oti X parcourt nc. 
On designe par Dj, I’espace des fonctionsS: G,\G -+ C qui sont continues 
et telles que: 
vt E R, i (i,\(; ‘f‘(g)1 
e’lx.~~ll @< +=. 
On considtre alors la transformation de Poisson: 
difmie par: 
,.,(, e<di~n-xWg) (lg. , * 
Dans le paragraphe 1, on etablit quelques proprietts de base concernant 
I”+ et sa contragrtdiente, ainsi que des lemmes d’existence que now 
utilisons par la suite. Le paragraphe 2 est consacre a la demonstration du 
critere suivant: 
THI?OR~ME A. Si Pi esr injectice, alors I”+ est topologiquement irrkduc- 
t ihle. 
Ce resultat est utilise dans le paragraphe 3 pour generaliser un critere de 
Williams et Thieleker ttabli dans le cas particulier 06 G est un groupe de 
Lie compact (voir [Th], [Wi]). C’est dans ce cadre qu’interviennent les 
espaces Vj. (remarquons que dans le cas oti G est compact, (Q, nest autre 
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que I’espace des fonctions g: GI\G + C qui sont continues, muni de la 
topologie de la convergence uniforme). 
T&OR~ME B. Si A(dA) est dense dans %‘;,, la reprksentation IAsP est 
irrkductible. 
En fait, nous avons constate que le second critere est plus fort que le 
premier. Plus precistment, nous avons etabli que 9i est injective chaque 
fois que A(di) est dense dans wj.. II est a noter aussi que la demonstration 
qu’on donne de ce resultat est nettement differente de celle de Williams (G 
compact) qui n’utilise pas la transformation de Poisson, laquelle est utiliste 
dans [Ch-De] pour les groupes de d&placements de Cartan, associts aux 
espaces symetriques Riemanniens. 
Dans le paragraphe 4, nous supposons que G est semi-algtbrique et que 
N est un espace vectoriel sur lequel G op&re regulierement. 
Dans cette situation, nous obtenons le: 
TH~OR~ME C. Soit 1 in,* tel que: 
(i) L’orbite G .A est fermke dans nz. 
(ii) I1 existe sur G;,\G une mesure G-invariante. 
Alors I”.’ est irekductible si et seulement si 9’: est injective. 
Sous les hypotheses du theortme C, nous obtenons une condition 
necessaire et suffrsante d‘irrtductibilitt gentralisant celle de Thieleker et 
Williams dans le cas ou G est compact. En particulier: 
COROLLAIRE D. Si I”-’ est irrkductible alors pour toute reprhentation 
unitaire irrkductible p de G;., I’-P est irrkductible. 
Dans le paragraphe 5, le premier critere est utilise pour obtenir de nom- 
breux exemples de representations ireeductibles. Parmi ceux-ci, sont trait&s 
le cas des groupes de Heisenberg ainsi que celui des groupes de 
deplacements de Cartan associes aux espaces symetriques semi-simples, 1. 
&ant suppose proportionnel a un vecteur reel dans le second cas. Dans 
le cas ou I’espace symitrique est de rang un, ce dernier resultat est 
une gtntralisation dun resultat de Champetier et Delorme [Ch-De, 
theoreme B]. 
LA dernier paragraphe peut &tre considtre comme le prolongement du 
paragraphe 4. D’abord nous Ctablissons un critire de non-injectivitt 
de PA (theorime 6.1). Ensuite nous considlrons plus particuliirement les 
groupes de dtplacements de Cartan associb aux espaces symttriques 
pseudo-Riemanniens (semi-simples) sui sont de type classique et de rang 
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un. On obtient, sauf pour le premier terme de chacune des listes d’espaces 
symetriques classiques, le resultat suivant (theoreme 6.2): 
TH~OR~ME E. II existe un ouvert de Zariski Gel non-vide de na, 
constitub d’&ments L tels que I”.’ est non-irrPductihie. 
Cet exemple met en evidence certains liens entre l’irreductibilite de I”,’ et 
certaines proprietes geometriques de l’orbite G. ,k Ces liens sont ttablis par 
Ra’is lorsque G est compact [Ra. theoreme 3.43. 
11 y a deux appendices. Dans le premier, nous etablissons un resultat sur 
l’espace de Schwartz d’une variett semi-algtbrique qui peut avoir son 
inter&t propre et qu’on utilise dans le paragraphe 4 (lemme 4.2). Pour une 
variett semi-algtbrique A’, on note Diffreg(X) l’algtbre des opkateurs 
differentiels sur A’, a coefficients reguliers. L’espace de Schwartz de X est: 
S(X)= (.fE%‘“(X) : sup lOf‘(X)l< +,x VD E Diffreg(X)}. 
YCX 
Dtkignons par 0 une forme volume regulitre sur X. 
TH~OR~ME F. Soit f duns GC=( X) telle que: 
VD E Diffreg(X), i lfy- 0-c +c13. X 
Alors j’ est un PlPment de S(X). 
11 est a noter que ce resultat doit beaucoup aux techniques developpees 
dans [D.C, Chap. 11. 
Dans l’appendice 2, on determine l’algebre des polynomes invariants sur 
nc N (lR*” x R*“)* sous l’action du groupe G = Sp( I ) x Sp(n) (paragraphe 6, 
troisieme cas ). 
1. LE.3 REPRbSEbiTATIONS Ii"' 
Soient N un groupe de Lie connexe et G un groupe de Lie. On suppose 
que G opkre analytiquement sur N par des automorphismes p(g), g E G. On 
considere alors le groupe produit semi-direct S = G x p N de G par N, la loi 
de groupe itant dtfinie par: 
k, n)(g’, n’) = (a$, (Ad -‘I .n)n’), g, g’ E G, n, n’ E N. 
En particulier: 
m-’ = p(g) . n, gEG,neN. 
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Si I. est un homomorphisme continu de N dans C*, son stabilisateur 
dans G est le sous-groupe fermi G1 = {g E G / A( gng-- ‘) = 1(n) Vn E N}. On 
considere une representation p de Gi continue, unitaire et irreductible, 
agissant sur un espace hilbertien E,. Le produit scalaire sur E,, sera note 
-C , > Ir. Puisque G, stabilise 1, la relation: 
(no~)(h,n)=3.(n)~(h), hEG,,nEN, 
dtlinit une representation continue de Gj, xp N dans E,. 
Designons par n l’algebre de Lie de N et par rtc sa complexifiee. Puisque 
N est distingue dans S, n est invariante par l’action adjointe de G. Pour 
geG, on pose: g.dA=di3Ad(g)lnC, ou d3, est la differentielle de i. Alors 
Gj. est constitue des elements g de G tels que: g. dl. = dl.. 
On disigne par ,y le quotient de la fonction module de G1 par celle de 
G, et on note dg la mesure quasi-invariante sur G),\G associee a x. 
On choisit sur nc une norme notee 1 1, et on note 11 11 la norme sur n,* 
sui lui est associte. Pour t E R, soit H,. j,.l, l’espace des (classes de) fonctions 
f: G + E, veriliant les conditions: 
(i) / est dg-mesurable; 
(ii) pour presque tout gEG,f(hg)=X(h)-“* p(h)f(g) VheGi; 
(iii) jGi,G Il.kN ; e’ ‘IR dj.11 &< +co 
muni de la norme: 




Dans ces conditions, H,,j,,, est un espace hilbertien. La representation I”.@ 
aura pour espace: 
HA,, = n H,.i,, 
reua 
muni de la topologie limite projective de celle des espaces H,,A.r. La 
representation I”*@ est delinie par: 
{Z”v’(g, n).cp}(x)=l(xgng‘-Ix-.‘) cp(xg) 
od (g,x)eGxG, nENet rp~H~,,. 
Posons une fois pour toutes d].(X) = (dE., X) si XE nc, et Ad(g) . X= 
g.Xsi gEG. 
PROPOSITION 1.1. (i) I”+(g, n)cp est dam H,., a& que cp esf alms HA,,. 
(ii) H,,, est un espace de Frkchet. 
(iii) La reprksentation I”-P est continue. 
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Dkmonstration. (i) I1 s&it de montrer l’assertion lorsque n = exp X, 
XE~. Si on pose t’=2 1x1 + t il’Ad(g ‘)II, te R, alors on obtient 
l’inegalite: 
II~Yg,expW~cpII,~ Ilc~ll,~. 
(ii) La demonstration est aiste et laiste au lecteur. 
(iii) I1 s’agit de verifier les conditions (voir [ Wa, p. 2191): 
(1) Pour tOUt Cp E Hj.,~, l’application x -+ Z”.“(x) . cp est continue de 
S dans Hi,,. 
(2) Pour tout compact Kc S, la famille d’opkrdteurs I”.‘(s), s E K, 
est equicontinue dans L(H,,.,, HI,,,). 
Puisque le sous-espace %$,;,, de Hi,, constitue des fonctions continues sur 
G, a support compact modulo Gj,, est un sous-espace dense dans Hi,p, il 
suffrt de montrer (1) et (2) lorsque cp parcourt %,A., (voir [Wa, p. 2191). 
Pour s = (g, exp A’) lixe dans voisinage compact de l’ilement neutre de S 
et pour x E G, on a: 
(Ws) . cp)(x) - cpb) 
= e<dj- .+7”)cp(xg) - cp(x) 
= e(dj-xgX)(cp(xg) - q(x)) + (e<dA-rax) - 1) cp(x). 
Comme chaque terme du second membre est une fonction continue a 
support compact modulo Gj,, on veritie aisiment que I’*“(s) . cp - cp tend 
vers 0 dans HA., lorsque s tend vers e. 
I1 reste a montrer la condition (2). Elle equivaut a: 
(3) Pour tout compact K de S, Vt E R, It E R, 3M E R tels que: 
II~%)cpIl,~~ IlcPll,~ VsEKetVqEH,.,. 
En fait, il sufft de montrer (3) quand K est un voisinage compact de e dans 
S. D’apres (i), on a i’inegahte: 
IIWg,expV-cpIl,G IIdIrt9 1’ = 2 1x1 + t II’Ad(g ‘)[I. 
Puisque s= (g, exp X) decrit un voisinage compact de e dans 
S, t’ := t’(g, X) est bomie, ce qui assure (3). 
Si $ E UlcR HI,~,I,~ on note $ la forme linkaire dtfinie sur H,., par: 
Soit Hi., le dual topologique de Hi.,,. 
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PROPOSITION 1.2. L’application II/ + 3 induit un anti-isomorphisme 
d’espaces vectoriels de UtGIW H,,i,P sur Hi,,. 
Dkmonstration. Soit $ dans H,,,,,. D’aprbs l’inegalite de Holder, on a: 
I??cp)I G IIICIII, Ilcpll --I? CP 6 H,,p 
ce qui montre que $ est dans HL,, et l’application II/ -+ $ est bien a valeurs 
dans Hi+. Soit maintenant B dans Hi+. Par definition de la topologie de 
H A,p, il existe M> 0 et t E [w tels que: 
lB(cp)l G ~4 Ilc~llr, ~PEHA,~. 
Puisque les fonctions continues sur G, a support comact modulo G1 
forment un sous-espace de HA,!, dense dans H,,A,P, B se prolonge de 
man&e unique en une forme hneaire continue sur H,,;,,. D’autre part, le 
dual topologique de H,,,, s’identifie a H-t,l,p par la relation: 
On voit que B s’identifie a un element de H-,,A,,. Ceci montre la surjec- 
tivite de l’application $ + $. D’autre part, il est aise de verifier que le 
noyau de cette application est rtduit a (0); d’ou le resultat. 
On, identifiera tout Clement de Hi,, avec l’tltment correspondant de 
UteR Ht,l*P- On notera ( , ) la dualite entre HA,, et H;,P. 
Soient (Hi,& l’espace Hi,, muni de la topologie de la convergence 
duale forte, et (H;& le meme espace muni de la topologie limite inductive 
des normes II 11 I, t E R. 
On associe a la representation continue I’,’ de S dans HA,, sa contra- 
grediente (Z’Y~)*: s + ‘Z”+ (SK’) de S dans (H’&,. Soit HIP le sous-espace 
de Hi,, form6 des cp dans H;, tels que l’application s + ‘Z’.‘(s) . cp soit 
continue de S dans (HA,&. On obtient alsors (voir [Wa, p. 225-J) une 
representation continue de S dans H;,; le sous-espace H;P &ant stable par 
(I”,“)*. Cette representation est notee (I”*“) “. 
PROPOSITION 1.3. Le dual topologique de (H;,Ji coincide avec I’espace 
Hn,P de la repkentation ZAVP. 
Demonstration. En effet, soit rp une forme lineaire continue sur (H;,)i. 
Par definition de la topologie limite inductive sur Hi,,, cp est continue sur 
chaque H,,,, pour la topologie induite par la norme )I 1l1. Done pour tout 
t E R, il existe cp, E H-,,, telle que: 
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Le sous-espace des fonctions continues de G dans E,, a support 
compact, modulo G, est dense dans chaque espace H,,,,. 11 en rtsulte que 
les fonctions q, coincident. Notons 3 la fonction ainsi obtenue. C’est un 
Clement de H,,,. 
LEMME 1.1. La topologie limite inductive sur H>,, cofncide avec la 
topologie de la convergence duale forte. 
Dkmonstration. Pour alleger les notations, on pose provisoirement 
E= HA,, et H,= H,,n,P. Rappelons que E= nrsoa H, et que E’= Utsw H, 
lorsqu’on munit E de la topologie limite projective des normes II /Il. On 
associe a tout s=(~,>O)~,u de (Iw *+ ) ‘, le sous-ensemble borne et convexe 
de E: 
B,= {xeE/ llxIlr<&,VtER}. 
On peut alors choisir comme base de voisinages de 0 dans EL les polaires 
Bz des parties bornees B,, E Ctant arbitraire. Si c( est un reel positif, on note 
B,(O, a) la boule llqll I < CI de H,, et si 6 E ([w*, )“, soit: 
ou, si A est une partie de l’espace vectoriel topologique El, T(A) designe 
son enveloppe convexe fermee. 
Quand 6 est un Clement arbitraire de (I&!: )u, les parties C6 de E’ dilinis- 
sent une base de voisinages convexes et fermees de 0 dans Ei. 11 s’agit de 
comparer les polaires Bf avec les C,. D’abord, on verrifie I’egalite: 
C;= B,, Et= l/6,, tE Iw. (1) 
D’autre part, il est bien connu que (voir [Tr, p. 362 J ): 
ou Cy est le bipolaire relativement A (EI)’ de Cd dans EI et (?z(E;(E;)‘) la 
cloture de C6 dans E;, muni de la topologie de la convergence duale faible. 
On sait aussi, Cs &ant convexe, que la cloture de Cs dans Ei coincide avec 
sa cloture faible C;(E;(E;)‘) (voir [Tr, p. 3621): 
qE;(E;)‘) = c,. (3) 
11 resulte alors de ( 1 ), (2) et (3), du fait que (El)’ = E d’apres la proposi- 
tion 1.3, et du fait que C6 est ferme dans E: l’egalitt: 
B;=Cd. 
REPRf3ENTATIONSlNDUlTES NON-UNITAIRES 235 
Ceci montre que la topologie duale forte sur E’ coincide avec la topologie 
limite inductive des normes II II,. 
COROLLAIRE 1.1. Les espaces H;, et HIP coihcident. 
Demonsrration. En effet, d’aprb [Wa, p. 2241, il sulfit que H,,, soit 
pseudo-reflexif. Ceci resulte immtdiatement du lemme 1.1 et de la proposi- 
tion 1.3. 
TH~OR~ME 1.1. La reprksentation contragrkdiente de I”*” est continue de 
S dans Hi,,. 
L’espace Hi,, est complet, done tonnele et comme il est pseudo-reflexif, 
il est reflexif (voir [Ga, p. 2631). I1 en resulte: 
COROLLAIRE I .2. La reprksentation I”.” est irreductible si et seulement si 
sa contragrkdiente l’est. 
Precisons, pour les besoins de ce qui va suivre, l’action de (I”+) ” 1 G sur 
les elements de H;,. Pour g E G et cp E Hi,,, on verilie que ‘l”*“(g- ‘) . cp 
n’est autre que la fonction x -+ cp(xg), element de Hi.,,. 
Posons maintenant rt = (I”+) ” 1 G et considerons une fonction 4 continue 
sur G, a support compact. On definit alors l’ofkrateur ~(4) de H;.P par: 
44) .1(1= J1,4(x) 4x1. ICI dxt *EC.,. 
La representation R ttant continue, l’endomorphisme x(d) est continu (voir 
[Wa, p. 2211). Le rtsultat suivant permet de calculer les valeurs que prend 
la fonction n(q) . II/ dans E,. 
PROPOSITION 1.4. Pour t+h E H,,;,,,, ~(4) . II/ en don&e par: 
(44). Ii/)(x) = I, 4(g) Wg) & 
Dkmonstration. Soit f E H,,, (on rappelle que (Hi,,)‘= HA,,). Par 
definition de l’opbrateur n(4), on a: 
4WMxd,fb)),d~ & 1 (1) 
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On v&tie que l’application (g, x) + #( g)( $( xg), j(x) ),, est integrable SW 
G x G;,\G, d’ou, en appliquant le thtoreme de Fubini a (1): 
D’aprts [Be, p. 943, la fonction g+ ($(xg), f‘(x)), est localement 
integrable sur G, done la fonction g+ #(g)(l//(.rg),f(x)). est integrable 
sur G. 11 enrtsulte: 
d(g) Il/(xg).k f(x) 
> 
di = (k f> 
I’ 
oh h(x) = JG. d(g) Il/(xg) dg, XE G, et comme cette relation est vraie pour 
tout f dans H,.,, les fonctions n(4). $ et h sont tgales presque partout 
sur G. Ceci demontre l’assertion. 
LEMME 1.2. Soit W un sowespace de H,..,, invariant sous l’action de 
I”,“1 G. Alors: 
(i) L’orthogonal W’ de W dans H:,P est invariant sous l’action de n. 
(ii) Si W’ est non trivial, il contient une fonction continue, non- 
identiquement nulle sur G. 
DPmonstration. (i) D’apres la proposition 1.2, W ’ s’identifie a 
l’espace des fonctions I/I E U,, w  H,,;., telles que: 
(+.f)=[G,,a (I(l(g),f(g)),,dg=O 
I 
pour tout f E W. 
Pour I/IE WI, fe Wet keG on a: 
(n(k)+,f >=j- Mgk),f(g)),dE 
Gl\(i 
= 
f N(g).f(gk-‘)),dE=O. (il\G‘ 
I1 en resulte que n(k)+ est dans WI. 
(ii) Pour chercher un element continu dans WI, on se sert des endo- 
morphismes n(d) de Hi.,,, definis prkckdemment. Pour Q fix&e dans l’espace 
V=(G) des fonctions continues a support compact sur G, on verifie d’abord 
que W* est stable par a(+). D’autre part l’opkrateur n(O) transforme toute 
fonction de H,.,, en une fonction continue. Pour tenniner il s&it alors de 
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trouver une fonction 4 E 9$(G) telle que n(#)$ soit non identiquement nulle 
sur G, J/ &ant un Clement non nul dans WI. 
Si tel n’est pas le cas, on aurait (n(#)l(/, II) = 0 pour tout 4 E%JG) et q 
dans H,.,. 11 en resulte que la distribution: 
est identiquement nulle sur D(G), et comme la fonction g -+ (rr( g) $, q ) est 
continue, on a: (n(g) . II/, q) = 0, Vg E G. Prenant g = e, il vient: 
(II/,v>=O Qtl E Hj.,p. 
On voit alors que + est nulle et ceci contredit le choix de $. 
La restriction de I”*” a G sera notee R. C’est l’action de G sur H,., par 
les translations a droite. 
LEMME 1.3. Soit W un sous-espace fermP de H;,,, qui est G-invariant. 
Alors W contient une fonction continue qui n’est pas identiquement nulle 
sur G. 
DPmonstration. Elle generalise naturellement celle de [ Wi, lemme 3.11. 
2. LE PREMIER CRITiRE D’IRRiDUCTIBILITk 
Pour tout couple (g,, A’) de G x n et tout element cp de Hi+, on consi- 
dere la fonction (P~,,~, element de Hj..p, definie par: 
vRO.X(g) = e <e xn(p( ggo) QgeG. 
On note W, l’adherence dans H,,,, de I’espace engendrt par les fonctions 
qao.x lorsque go et X parcourent respectivement G et n. Dbignons par %y., 
le sous-espace de HA.,, forme des fonctions continues sur G. L’intCrCt des 
sous-espaces W, de H,., s’explique par le resultat qui suit: 
LEMME 2.1. Les assertions suivantes sent Pquivalentes: 
(i) La reprksentation I”.p est topologiquement irrhductihle. 
(ii) Pour tout CP dans %?y., - {0}, W, = H;,,,. 
DPmonstration. Par construction, les sous-espaces W, sont I’.“-inva- 
riants et fermb. I1 est alors clair que (i) implique (ii). Reciproquement, soit 
W un sous-espace non trivial de Hj,., qui est I”+-invariant et ferme dans 
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Hi.p. Considerons, en vertu du lemme 1.3, une fonction continue q, 
Clement non nul de W. Puisque cet espace est I”,“-invariant, l’application: 
(Pgo.x: g-+e <dixX)q(ggo) 
est un element de W pour tout (go, X) E G x n. Done W, c W. I1 en risulte, 
compte tenu de (ii): 
H, Ir = W, c W c H, ,, . 
Autrement dit W= Hi., et I’assertion (i) est satisfaite. 
On dbigne par D, l’espace constitue des fonctionsf: G -+ C qui satisfont 
aux conditions suivantes: 
(i) f est continue sur G. 
(ii) J(hg)=X(h)-‘f(g) VhEGj,, VgEG. 
(iii) Pour tout reel f: JG. ,,,, G‘ If‘(g)1 e”IRd”’ dg < +a~. 
On dtfmit alors la transformation de Poisson: 
determinte pour tout fe D, et XE rtc par: 
.~(f)(x) = j e<dj..R.X)f(g)dg. G,\G 
On verifie aisement, a I’aide de la condition (iii), que I’inttgrale ci-dessus a 
un sens. 
THBORI~ 2.1. Si ~9~. est injecthe, la reprhentation I”*P est irrhductible. 
DPmonstration. Soit cp une fonction non identiquement nulle de %$‘+. 
En utilisant l’invariance de %‘q*p par les translations a droite de G, on peut 
supposer que cp( 1) est non nulle. Si le sous-espace W, est strictement in&s 
dans H+, alors son orthogonal dans Hi.,, n’est pas trivial. Considirons, en 
vertu du lemme 1.2, une fonction continue $, element non triuial de ( W,)‘. 
Ceci se traduit pour tout (g,, X) E G x n par: 
vao,x(g)v Ii/(g)), 4 
Remarquons que la fonction: g -+ (cp( ggO), JI( g) ),, est un Clement de D; 
La fonction X + jG,,G e <d’.g.y>((p(gg,,), Il/(g))@dg est holomorphe sur nc, 
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et comme elle est identiquement nulle sur n, elle l’est sur nc g&e au 
principe du prolongement analytique. D’aprts l’injectivite de PA on a: 
ou encore: 
(cp(&?)* 4+(8))p = cl V(g’, g)EGxG. 
Considtrons maintenant le sous-espace W de E,, adherence de celui 
engendrt par {p(h). cp( 1 ), h E G,} = {q(h), h E G,}. Puisque W est ferme 
dans E, et p-invariant, et que p est topologiquement ireeductible, W= E,. 
I1 s’ensuit que: 
MdJQ,=O VhEE,, 
d’ou $(g) = 0, Vg E G. Ceci contredit le choix de JI et assure que W, = Hi,, . 
Compte tenu du lemme 2.1, I”+ est irreductible. 
3. UNE Gl?tiRALISATION D’UN CRITkRE DE WILLIAMS 
Pour t E R, on note W,,i l’espace des fonctions JI: G + @ continues et 
G,-invariantes telles que: 
sup (li/I(g)l f?“‘@“} < +zc 
8s Gl\G‘ 
muni de la nor-me 
Illfill,., = sup (W(g)1 er”z,dA”). 
R E GI\G 
On considere l’espace WA = U , E n W,,l, muni de la topologie limite inductive 
de celles des expaces %,*, . En general, %‘>. n’est pas un sous-espace de HAS, 
mCme lorsque p est la representation triviale de GA. I1 est aise de verifier 
que WA est une algebre. 
On associe A tout element X du complexifie nc de n, la fonction 
dAX: G + 43 dtfinie par: 
~l,x(g)=e<dA~s.x>, geG. 
L’espace engendre par (#,,,, XE nc ) est une sous-algebre de WL, inva- 
riante pour l’action de G par les translations a droite. On la note A(&). 
T&OR&ME 3.1. Si A(d1) est dense duns WA, alors la transformation a’e 
Poisson 9,. est injective. 
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Compte tenu de ce resultat et du premier critere d’irrtductibilitt on 
obtient immediatement le: 
COROLLAIRE 3.1. La reprtseniation /“,P est topologiquemenr irrPductible 
dt% que A(d%) est dense dans %;, 
Dkmonstration du thPort!me 3. I. Le resultat se demontre par l’absurde. 
Si 9;. est non injective, alors on peut trouver une fonction, cp, non 
identiquement nulle de D; telle que: 
1 
J 
e<dj..K.X>(p(g)dg=o VXEnc. (1) 
G,‘,G 
Par ailleurs, pour tout reel t et toute fonction +, Clement de %?,,.;I 
= 
II 
(t+?(g) e”‘R.di”)(tp(g) e -‘i’R.di”) dg <K 1111/11,., 
G‘i’\(i 
avec K=IG,,G Iv(g)1 e “lR CS” dg. 
Des lors, on peut considtrer la forme lineaire h sur ~j,, definie pour tout 
* E %Ti par: 
hW=I $(g)cpk)d& 
G, c; 
L’inegalite ci-dessus montre que h est definie, et que sa restriction a tout 
sous-espace Fr,,.,. est continue. Ceci montre la continuite de h. Par ailleurs 
(1) montre que h est identiquement nulle sur A(di.). De plus, puisque cp est 
non identiquement nulle sur Gi\G et que ~j. contient les fonctions a 
support compact sur GI.\G, h ne peut etre identiquement nulle sur Wi. Le 
sous-espace A(d).) ne peut done pas etre dense dans ~j., ce qui acheve la 
preuve du resultat. 
4. R~CIPROQUE DU PREMIER CRIT&RE D~R~DUCTIBILIT~ 
Dans ce paragraphe, on considere la classe de groupes produits semi- 
directs S = G x N ou G est un sous-groupe d’indice fini du groupe des 
points reels d’un groupe algebrique dtfini sur R, et N un espace vectoriel 
reel sur lequel G opke regulitrement. Dans cette situation, on identifie i et 
dk. Pour A dans N& on designe par I” la representation 1”~“ ou p est la 
representation triviale du stabilisateur G; de R, et par H1 l’espace de I”. 
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On s’inttresse plus particulitrement aux elements 1, qui satisfont aux 
conditions suivantes: 
(C,) L’orbite QA = G . i. est fermke dans n:. 
(C,) L’espace quotient G,\G posstde une mesure G-invariante. 
D’apres [Ch, Theorime 2.61, une telle mesure est tempkrke: il existe m E N 
tel que: 
(1+ IIg.i.ll)-“&< +a 
et il en risulte aisement que pour tout t>O, on a: 
,-rrn.a &< +?&. (1) 
Si on note 1 l’application constante partout Cgale a 1 sur G, alors (1) 
traduit que cette application est un Clement de H _ ,,ir Vt s- 0. 
Dbignons par %?y le sous-espace de H1 constitue des fonctions continues. 
En utilisant (1) et lintgalite de Schwartz, on verifie que 5%‘: c Di. 
PROPOSITION 4.1. Lorsque les conditions C, et C, sent satisfaites on a: 
(i) L’application 1 est dans Hi.. 
(ii) L’espace D, contient toutes les fonctions continues de H,. 
Notons que dans le cas ou ~1 est triviale, la dualite entre H;, et H>. est 
donnee par: 
Nous aurons besoin de l’action contragrediente de n (qui est Cgal a N 
dans cette situation) sur les elements de HJ. Pour tous XE n, $ E H>, et 
~EH~ on a: 
((I”) ” (exp Xl . ICI, cp > = (tk I”(exp( - WI. q > 
= e-c”*R.X)$(g) rp(g)dg= ($i.-x$, q). 
11 en resulte alors: (I”)” (exp X) . $ = $,,-,$. D’autre part, comme au 
paragraphe 2, on peut associer a toute fonction $ E Hj, le sousespace W; 
de Hi, adherence de celui engendrt par les elements de la forme: 
g+e m<R.R’“>+(ggo) 
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oti X et g, dtcrivent repectivement n et G. Ces espaces sent par construc- 
tion fermts et (I”) ‘-invariants. On a aussi la version contragrkdiente du 
lemme 2.1 qui est la suivante: 
LEMME 4.1. (I”)” esr irrbductihle si et seulement si pour IOUI 
I+QEH;-{0}, W$=H;,. 
Notons avant d’tnoncer les r&hats essentiels de ce paragraphe, que W; 
n’est autre que I’adhtrence de A(di) dans H>.. 
TH~OR~ME 4. I. Si I” est irriductible, la restriction de 9, d Ug esr 
injective. 
DPmonstration. Rappelons que I” est irrkductible si et seulement si sa 





Ceci exprime que f est dans I’orthogonal de W; qui est fermC et 
S-invariant. I1 en rksulte que .f est identiquement nulle sur Gj,\G. 
Nous allons maintenant, sous les hypothtses C, et C,, prouver la 
rkiproque du premier cridre d’irrkductibilitt. L’orbite G .I., que l’on 
identilie g G,\G, est une varittl semi algkbrique [D.C, 1.11 (voir aussi 
Appendice 1). Nous allons done pouvoir utiliser le thtorkme 1 du premier 
appendice pour Ctablir le rtsultat suivant: 
LEMME 4.2. Si la restriction de .“) au sous-espace %‘y de D, est injective, 
alors P> est injective. 
Dtmonsnation. Nous allons montrer que si .Yj. est non-injective, sa 
restriction i 59: est Cgalement non-injective. Pour cela soit II/ ED, un 
tkment non-trivial dans le noyau de Yj. et cp,, n E N, une approximation de 
I’unitt pour la convolution dans D(G). Compte tenu du choix de II/ et du 
fait que la suite Ic/ * (P” converge simplement vers $, il existe un entier n tel 
que la fonctionj‘:= II/ * (Pi soit non-identiquement nulle sur G,\G. Comme 
Ker($) est invariant par les translations de G g droite, il contient .1: Pour 
terminer, il reste g montrer quef est dans WY. 
Soit U(g) I’algkbre enveloppante de g et pour u E U(g), on note Du I’opb- 
rateur diffkrentiel invariant ti gauche sur G,\G, dlfini par: Du . q = cp * u, 
cp E %ZX(Gj,\G). Par construction, 1‘ est dans ~“(G,\G) et comme: 
Du($ * cp,) = t+Q * Du . (Pi, la fonction Du .f est kgalement dans D1 lorsque 
u parcourt U(g). D’autre part, si a est une fonction rkgulitre sur G-i il 
existe une constante A > 0 et k E N * tels que: 
Ia(x)l d A II4 2k Vx E G . 2. 
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Ce fait est etabli dans la preuve du theoreme 1.2.2 de [D.C] (C’est aussi 
une consequence du lemme 2.4 de [Ch].) De ceci rtsulte le fait que D,est 
stable par multiplication par les elements de Reg( G . I) (C’est l’anneau des 
fonctions rtgulieres sur G . j.). Soit (X,, . . . . X,) une base de g, qu’on identi- 
tie a l’algebre de Lie des champs de vecteurs invariants a gauche sur G. 
Alors en tout point XE G .i., les vecteurs tangents X,(x), . . . . X,(x) engen- 
drent I’espace tangent a G . i en x. II en resulte, compte tenu de [D.C, 
1.1.63, que tout opkrateur differentiel sur G .i., a coeflicients reguliers (cf. 
Appendice 1) est de la forme: 
D=xa,D,, aiE Reg(G.1.) USE u(g). 
De plus, ce qui precede montre que: 
* 
1 
IDSI dg< +3c. 
G i 
Compte tenu de [Ch, lemme 2.31, la mesure dg provient d’une forme 
volume reguliere sur un revetement algtbrique de G . i. Les conditions du 
theortme 1 de l’appendice 1 &ant maintenant satisfaites, f est dans I’espace 
de Schwartz de la variite semialgebrique G. ), (cf. Appendice 1). On voit 
alors quefest nulle a l’intini. Le fait quefest dans %y en resulte facilement. 
Compte tenu de ce qui precede, on a immediatement le: 
TH~OR&ME 4.2. Soit /I un vecteur de n,* et supposons satisfaites les condi- 
tions C, et Cz, alors les assertions suivantes sent kquivalentes: 
(i) I” est topologiquement irreductihle. 
(ii) La transformation de Poisson pj, est injective. 
Une application immediate de ce resultat est la gtntralisation suivante 
d’un resultat important dans [Th], ttabli lorsque G est compact. 
COROLLAIRE 4.1. Soit 1 comme dans le theoreme 4.2, tel que I” soit irre- 
ductible. Alors pour toute representation unitaire et irreductible u de G1, I”+ 
est irreductihle. 
5. EXEMPLES 
EXEMPLE 1. Le groupe de Heisenberg d’ordre 2n + 1. C’est le groupe 
lineaire: 
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La multiplication dans HI, est donnee par: 
[a, 6, c] [a’, b’, c’] = [a + a’, b + b’, <a, b’ > I 
oti (a, 6’) = Cy=, a,b:. 
D’autre part, si on fait opkrer le groupe additif G = R” sur l’espace 
vectoriel V= R” x R par les automorphismes: 
P(U). (h c) = (b, c + (a, 6)) 
alors on voit que le groupe W, s’identifie au produit semi-direct 
R” xp (68” x R). 
Pour (A, p) dans C* x C”, on considere le caractere ,y = x(1., p) de 
V, = @” x C, difini par: 
x(b, c) = e<td’ + ir, (6, c) E @” x C. 
On v&he que le stabilisateur de x dans G = R” est rtduit a { 0}, et que: 
H, = +K L~( R”, e’ IX’ dX), Ix12= i x;. 
,= eY, ,= I 
La representation Ix de W, dans H,, induite par x=x,~+), s’ecrit: 
{ P[a, 6, c] . q}(x) = e<p-h)ei.(b*.r) +“cp(x + a). 
Dans ce cas, la sous-algtbre A(&) est engendrQ par les fonctions 
b..p,.*: Qa” + C definies par: 
4,. II, x(x) =e<(i.~L~(x).(b.r)> =e<r.b>+il<h.x> +(-) 
* , 
oti xER”et (b,c)=XECnxC. 
Enfin l’espace D, est forme des fonctions continues et telles que: 
VfER, I If(x)1 e”.” dx< +cL). Iv 
THEORIZE. Pour tout couple (A, p) darts C* x C”, la rephentation IxCi+’ 
de W, dans H, est topologiquement irrkductible. 
Preuve. I1 sufit de verifier que 9x est injective. Soit f~ D, telle que 
9X(f) = 0. Ceci Cquivaut a: 
e(r.b> +,V<b.x> + do- dx = 0 
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pour tout (b, c) E C” x C. Puisque I. est non nul, il en resulte: 
I 
e(z.x)f(x) dx = 0 vz E C”, 
R” 
assurant que f est identiquement sur R”. 
Remaryue. Dans ce cas, on obtient Cgalement la densitt de A(&) 
dans WX. 
EXEMPLE 2. Le groupe uffine “ux + b.” C’est le groupe produit semi- 
direct S= W: x R ou Iw: opkre sur R par la multiplication usuelle. Si I est 
dans C*, le stabilisateur de 1. est trivial et l’espace de la representation 
induite par i est celui forme des applications f: W: -+ C telles: 
est linie, pour tout reel t. On a: 
{ Ii(a, b) . q}(x) = e”*“cp(ux), (u,~)ES,XEIW:,~JEH;.. 
On vtrilie igalement dans cette situation que .%: est injective. 
PROPOSITION. Pour tout AEC*, la reprhentution (I’., H,) est topologi- 
quement irrkductible. 
EXEMPLE 3. Le cus d’une orbite loculement fermke et “presque rkelle.” 
On se place dans le cas ou N est un espace vectoriel reel. Pour tout I. E n*, 
on pose: 
xi(X) = eci.X), XErt. 
On s’inttresse aux vecteurs i. qui satisfont la condition suivante: 
(C) L’orbite sZ1 = G . i est localement fermee dans n*. 
Cette condition permet d’abord d’identifier topologiquement l’espace 
homogine GI\G et l’orbite Q,. 
PROPOSITION. La transformation de Pohon p1 est injective. En purticu- 
lier pour tout z E a)* et toute p E G;, la reprtkentution I;‘.s~ est irrkductible. 
DPmonstrution. Soit cpO E D, telle que: 
VXEn,: e<‘.“.X)q,(g) dg = 0. (1) 
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I1 s’agit de montrer que cpO est identiquement nulle sur Gj,\G. Pour cela, on 
detinit d’abord sur f$ (n*) (qui designe l’espace des fonctions a support 
compact dans n*), la forme lintaire p par: 
Compte tenu du fait que ‘pO est integrable sur G,‘\G, la forme p est une 
mesure bornte de n*. D’autre part, (I) traduit que p admet une transfor- 
mte de Fourier-Laplace identiquement nulle sur n,*. II est bien connu que 
de telles mesures sont nulles. Pour voir que cpO est identiquement nulle sur 
G,\G, il stiffit de s’assurer que la forme lineaire ,E: Wc(Q,) + C, difinie par: 
est identiquement nulle. Considerons pour cela Ic/ dans ZJSZ,). Comme Q, 
est localement fermte, II/ se prolonge en une fonction $ sur n* qui est a 
support compact. D’aprts (2), il est clair que: 
Ceci achtve la preuve de la proposition. I1 en resulte que cpO est nulle sur 
Gi\G. 
Ce resultat s’applique, entre autres, aux groupes produit semi-directs 
associes aux espaces symetriques semi-simples. Plus precisement, soient G 
un groupe de Lie semi-simple, connexe de centre fini et H un sous-groupe 
connexe de G. D’apres [Schl, p. 1131, on dira que G/H est un espace syme- 
trique semi-simple s’il existe un automorphisme involutif 0 de G tel que, si 
on note G, le sous-groupe des points fixes de CT: (G,), c H c G,, oti (G,), 
est la composante neutre de G,. 
La differentielle de 0 en l’tlement neutre de G est aussi une involution 
de l’algbbre de Lie g de G. Si on la note elle-aussi par CT, alors on a la 
decomposition: 
de q en sous-espaces propres de (T, c’est-a-dire: 
t)= {JN3/4X)=a q= {xEg/a(X)= -X}. 
D’autre part l’inclusion H c G, assure la stabilite de q par l’action adjointe 
de H. Le groupe produit semi-direct en question est S = H x A,, q. 
Considtrons maintenant un vecteur i, de q. D’aprb [Cl, theortme 1.11, 
l’orbite 52, est une sous-variete analytique, regulierement plongee dans q, et 
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elle est localement fermte. I1 en resulte, compte tenu de ce qui precede, que 
pour tout z E @* et ALE Gf, la representation I”.” est topologiquement 
irrtductible. 
EXEMPLE 4. On se place maintenant dans le cas ou G est compact. 
L’espace de la representation I”.” n’est autre que L’(G, E,) et ‘e, est celui 
constitd des fonctions continues sur G./G. D’autre part, la topologie dont 
on a muni I’espace ‘gi est celle de la convergence uniforme sur G;,\G. 
Comme G est compact, pour un sous-espace G-invariant de %?(G,\G), le 
fait d’etre dense dans %(Gj,\G) est equivalent au fait d’itre dense dans 
L*(G,\G). Nous avons le: 
TH~ORZME. Les assertions suivantes sont Pquivalentes: 
(i) I” esr topologiquement irrkductible. 
(ii) A(di.) es1 un sous-espace dense dans LK*(G;,\G). 
(iii) La transformation de Poisson 9A est injective. 
Preuve. L’tquivalence entre (i) et (ii) est due a Williams [ Wi, theo- 
reme 5.101 et d’aprts le premier crittke d’irreductibilitt, (iii) * (i). D’autre 
part, d’apres le theortme 4.1, on a: (i) * (iii). 
Reprenons maintenant l’exemple des groupes de dtplacements de Cartan 
avec H compact (exemple 3). Soit a un sous espace de Cartan de q. Alors 
pour tout 2. dans a,*, la transformation 9;. est injective [Ch-De]. 
Nore. L’tquivalence entre (ii) et (iii) est egalement ttablie dans [St]. 
6. EXEMPLIS DE REPRESENTATIONS NON-IRR~DUCTIBLES 
Dans ce qui suit, on considere uniquement les groupes produits semi- 
direct introduits dans le paragraphe 4. Le vecteur i.on, sera desormais 
note n (ou A,). Nous supposons de plus la condition suivante: 
(C,). 11 existe un vecteur non-nul u dans rtc ainsi qu’un groupe 
compact a un paramttre H, c G tels que, si on pose r,, = H, . II, alors f ,, 
soit un lacet non-trivial contenu dans la droite alline complexe A + @u. 
Nous allons d’abord exprimer cette condition plus simplement. Soit X un 
element de g tel que: H, = {exp rX, I E Iw}. 
Alors on a pour tout reel r: 
(exp IX). A = A + mu (1) 
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oti t + x(t) est une fonction analytique. En dtrivant on a: Xexp( tX) . A = 
x’( t ) U; en particulier: 
x. A = f(O)u (2) 
avec x’(O) # 0 (sinon H, serait dans G, , ce qui est impossible). En considk- 
rant cette fois la dCrivte second de (1) et en utilisant (2): 
x.rr=u&, f’(O)#O. 
Riciproquement, soit XE g un Cltment dilinissant un groupe compact g un 




Alors pour I E I&!, on a: 
exp(tX).A=A+y(e’“- 1)~. (5) 
La condition C, est done satisfaite. 
Remarque. En considtrant une base (u,, . . . . u,) de vecteurs propres de 
X sur nc avec u, = u et en multipliant au besoin X et u par une scalaire non 
nul, il n’est pas diffkile de constater qu’on peut remplacer (4) par: 
X.A=iu 
(6) 
X. u = iu. 
THBOR~ME 6.1. Soit A un vecteur de n,* pour lequel les conditions C, , C, 
et C, sont satisfaites. Alors: 
(i) La restriction de YA h WY) est non-injective. 
(ii) La reprhentation I* n’est pas irrkductihle. 
Dkmonstration. Soit cp une fonction dans WC(G), non-identiquement 
nulle sur G et B valeurs dans Iw +. On d&hit I’application 4: G + Iw + par 
06 dh est une mesure invariante sur If,. On considkre ensuite la fonction 
‘p, : G + [w + dihie pour tout g E G par: 
cp,(g) = 5,., @dug) du 
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oh du est une mesure invariante a droite sur G,,. Par definition, cette fonc- 
tion est G,-invariante a gauche et, comme 4 est a support compact sur G, 
elle est a support compact sur GA\G [He, Proposition 1.13, Chap. 11. 
C’est done une fonction non-identiquement nulle de 6%‘:. Pour tout z E C”, 
on a: 
vYd(z)=jG”,,G cp,(g) e<n.n.z) djj 
= 
1 [I 
e<‘W”“.=‘>$(ug) du df, 
Gn?Ci GA I 
Soit dg la mesure G-invariante a droite sur G telle que, pour toute fonction 
continue a support compact sur G, on ait [He, Proposition 1.131: 
Le groupe If, ttant compact, pour h E Hn on a: {,f(Irg) dg = jGf( g) dg. 
Alors: 
(%,(cp, j)(z) = fG e<““‘~‘>@(g) 4 
= Gcp(d J [I 
e<h-‘a).A=> dh dg. 
HA 1 
Puisque: ((F’g) .n,z) = (h-’ .A, g.z), l’integrale entre crochets est 
celle de la restriction de la fonction holomorphe 2 -V e(Z.,“> a la droite 
complexe n + Cu sur le contour r,. D’aprts le theortme de Cauchy, cette 
inttgrale est nulle, assurant ainsi que la restriction de 9” au sous-espace VO, 
est non-injective. Compte tenu du theortme 4.1, la seconde assertion de 
l’enond decoule immediatement de la premiere. 
Note. Nous allons, dans ce qui suit, perturber nos notations pour nous 
conformer a celles utilisees pour les espaces symttriques semi-simples. Nous 
reviendrons aux notres lors du traitement des exemples 1, 2 et 3. 
Soit G/H un espace symetrique semi-simple non Riemannien (cf. 
exemple 5.3) et S = H x Ad q le groupe de dtplacements de Cartan associe a 
G/H. D’apres [Kos, p. 211, a c q est dit sous-espace de Cartan de q s’il est 
abklien maximal et s’il est constitue &elements semi-simples. Les sous- 
espaces de Cartan de q sont de m&me dimension. Le rang de G/H est, par 
definition, la dimension dun sous-espace de Cartan de q [ Kos, p. 22 3. 
Nous avons vu dans l’exemple 5.3 que la representation I” est irreduc- 
tible lorsque /1 est un multiple complexe dun /i, E q*. 
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Dans ce qui suit, nous considtrons les groupes de deplacements de 
Cartan associes aux espaces symetriques semi-simples de type classique et 
de rang un (G/H avec H connexe). Compte tenu de ceci et du rappel que 
nous venom de faire, on a immediatement le fait suivant: s’il existe un sous 
espace de Cartan a de q tel que A E qr soit conjugut a un element de a:; 
alors 1,r est irreductible. 
La liste qui suit est celle des espaces symttriques non-Riemanniens 
(semi-simples) de type classique, et de rang un [Kos, p. 24 J: 
SO,(P, 4 + 1 )lSWP, 9). p,q>l 
sLI(P,q+l)ls((l(P,q)x~/(l)), p,q>l 
SP(P9 9 + 1 )lSP(P, 9) x SP(l L A921 
Wn+ 1, R)IS(GL+(n, R)xGL+(l, [WI), n>2 
SPb + 1, R)lSp(n, R) x Ml, R), n 3 2. 
Soit maintenant X0 un espace de la liste ci-dessus, privee de: 
soot 1 9 2 )/SW 1, 1 h SW1,2)/S(U(l, l)xU(l)) 
SP(l,2)lSP(l, l)X.sP(l), SL(~,[W)IS(GL,(~,IW)XGL+(~,IW)) 
SP(3, RVSp(2, W) x SP(l, R). 
TH~OR~ME 6.2. Soit S = H x q le groupe de dbplacements de Cartan 
as.sociP d X0. Alors il existe un ouvert de Zariski E dans qz tel que: 
(i) E est H-invariant et constitut? de H-orhites fermt!es, 
(ii) Chaque H-orhite de E est une composante connexe d’une sous 
varit+ affine rhelle de qz. 
(iii) Chaque orbite Q,, , A E E, contient un lacer non trivial passant par 
A et sur lequel opt?re transitivement un sous-groupe compact (ci un 
paramPtre) de H. 
(iv) A E E, la transformation de Poisson YA est non-injective. 
(v) Pour A E E la reprPsentation I” est non irr&ductible. 
Supposons satisfaite la condition (C,) du paragraphe 4. D’aprb le 
theoreme 6.1, (iv) et (v) decoulent de (i) et (iii). 
Pour verifier Cl, on utilise le fait suivant: si G,\G 2 a,, est une varittt 
affme et si G est reductif, alors G, est reductif [Lu, proposition 23. Dans 
ces conditions, il existe sur G,\G une mesure G-invariante. 
Remarque. Pour les trois premiers espaces de la liste ci-dessus, l’action 
adjointe de H sur q s’identifie a l’action natureile de H sur ff p+q, F = R, C, 
ou le corps des quaternions W. Ces trois cas font l’objet du premier cas. Les 
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cas 2 et 3 sent consacrb aux autres. La demonstration du theortme 6.2 se 
fait cas par cas. 
Premier cas 
On dtsigne par F le corps des reels R, le corps des complexes 63, ou celui 
des quaternions E-U. L’espace F” sera considert comme un [F-espace vectoriel 
a drone. Soient p et (7 deux entiers de N* tels que n = p + y 2 3. Sur IF” on 
considire la forme hermitienne de type (p, y): 
(2, 1) = f: ?,t,- i ?,I,. 
,. I ,=/I+, 
On note U(p, q; F), le groupe des matrices de type (n, n) a coefficients 
dans F, preservant cette forme hermitienne. Le groupe qui nous interesse 
est S=Gx,n oti n=ffP+q, G=SU(p,q;F)=Sf.(n;F)nU(p,q;F) si 
[F = [w ou C et G = Sp(p. 4) si IF = W, et p est I’action naturelle de G sur n. 
L’espace n est considere ici comme un R-espace vectoriel dont on identifie 
le complexifii a n x n = IF” x ff”, la multiplication par i &ant dtfinie par 
i(I., p) = (-p. i). L’action de G sur n se prolonge naturellement A nc. 
Soit A = (i, p) un vecteur de IF” x F” tel que: 
(i) i. et p sont lineairement independants sur F. 
(ii) La restriction de la forme hermitienne ( . ) au plan 1.F QpF est 
non-degtneree. 
Ces deux conditions traduisent le fait que la matrice de Gram de I. et p 
est de rang Cgal a deux. Si pour ff = I-U, on pose: 1; I;1 := ud- hc, alors (i) 
et (ii) se reduisent a: 
Remarque. La fonction polynome reelle definie sur [F” x IF” par: 
(&p)- (;.,;.>(~,~>-I(,.,~>I* 
est manifestement G-invariante. D’autre part I’ensemble des vecteurs A E rte 
qui satisfont (I ) est un ouvert de Zariski E dans n(. . Nous allons voir qu’il 
est constitut de G-orbites fermies. 
PROPOSITION 1. Soir A = (i, p) un vecteur de nc vPriJiant la condition 
(1). Alors I’orbite de A esl diifinie par Ies relations; 
O.‘,p’)= (All) 
(i’, A’) = (i., %) (2) 
(P’, P’> = (I4 P> 
En particulier I’orbite de A esr une sous-vu&+ af/ine rPelle fermke de n,. 
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DPmonstration. I1 est aisi de constater que tout A’= (A’, cl’) dans Q, 
verilie les equations ci-dessus. Rtciproquement, soit A’ = (j.‘, p’) un vecteur 
de IF” x IF” vtriliant les relations (2). Ceci s’exprime aussi par: 
Gram(i’, $) = Gram(i., p). 
11 en resulte compte tenu de (1) que 1’ et p’ sont [F-lineairement indepen- 
dants et que le plan A’[F $ P’IF est rtgulier pour la forme hermitienne ( , ). 
L’application lineaire f: i lF @ p [F + i.‘ff @$ff dtlinie par So.) = i’ et 
f(p) = ~1’ est un If-isomorphisme de plans vectoriels, qui conserve les 
restrictions de la forme ( , ) aux plans i, [F @ pff et A’[F $ PT. D’aprts le 
theoreme de Witt pour les groupes pseudo-unitaires, f se prolonge en 
un element 2 de U(p, q; F). II est possible de choisir 2 de sorte que 
det d = 1. Ceci decoule immediatement du thtoreme de Witt rafIint [Ber, 
theoreme 13.7.81. Finalement: 2. A = (g.i., R.,u) = (i.‘, p’) = A’. 
Note. Le thiortme de Witt pour les groupes Sp(p, q) se trouve dans le 
livre de J. Dieudonne par exemple [Di, paragraphe 351. 
Remarque. Ce resultat, comme le montre sa preuve, reste valable pour 
les groupes SU( 1, 1; IF), IF = Iw ou C, si l’on y ajoute la condition: 
det().‘, p’) = det(j., p). 
11 reste a verifier la condition C, lorsque n B 3. On considere deux vec- 
teurs u et u de [F” qui sont [F-lineairement indtpendants avec les relations: 
(24, u) = (0, c> #O 
(u,u)+(t’,u)=2Re(u,o)=O 
(3) 
I1 resulte de (3) que la restriction de la forme ( , ) au plan F= uff @ v lF est 
non-dtgenerke. Soit X l’endomorphisme de ff” delini par: 
xu= -v, xv=u, XI ).’ = 0. (4) 
Pour tout reel 0 on a d’aprb (4): 
(exp 8X)u = cos 8u - sin 00 
(exp 8X)v = sin &A + cos 8u 
(exp BX)w = w  VWE F’. 
Les relations (3) assurent alors que l’automorphisme ci-dessus laisse 
invariante la forme ( , ) (sur F’ c’est evident et sur F c’est une simple 
verification), de sorte que X est dans g. Notons aussi que le groupe a 
un parametre 8 + exp(BX) s’identifie a celui des rotations du plan reel 
uR $ u Iw, muni de la restriction de la forme: (u’, u’) + Re( u’, 0’). C’est 
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done un groupe compact. D’autre part si on pose U = (u, u) alors les deux 
premieres relations de (4) se traduisent par: 
X.iJ=iiJ. (5) 
11 reste i s’assurer de I’existence d’un vecteur ,4’ = (i.‘, g’) dans l’orbite R, 
tel que: 
X.A’=iU. (6) 
Compte tenu de (5), on voit que (6) est verifiee si et seulement si i’ - u 
et $ - u sont le noyau de X, done s’il existe des vecteurs r, et ?jz dans 
l’orthogonal de F avec: A’= u + r,, $ = L; + rz. Comme on cherche ,4’ dans 
l’orbite de A, on a d’aprb la proposition 1 et (3): 
(u, u> + (cf,9 r,> = <L i> 
(ht’)+(t295*>=(/AP> (7) 
(4 u> + <r,t (2) = (J.9 P>. 
Nous supposerons maintenant que (u, u) satisfait de plus: (u, o) = 0. 
Dans ces conditions, la restriction de la forme ( , ) au plan F est dttinie 
et sa restriction a F’ est non degineree. Par consequent, l’orthogonal de 
F contient un vecteur non-isotrope 5. Comme nous supposons p 2 2 ou 
q 2 2, et compte tenu de l’invariance de la signature (p, q), il est possible 
de choisir c de sorte que l’on ait: (<, < ) = -E, ou E est tel que: 
(u,u)=(u,u)=CuE{+a}, a > 0. 
Nous allons chercher t;, et c2 sous la forme: 
5, = k CCF 
r2 = w, c’ E IF. 
Les equations (7) s’ecrivent: 
a- Ic[*=E()., A) 
a-lc’l*=~(b~) 
Cc’ = -&(A, p), 
Comme les deux premieres equations dependent uniquement des modules 
de c et c’, il suffit de chercher une solution du systeme d’equations: 
a-~(ll,~.)=Icl* 
a-4kp)=Ic’12 
ICI2 Id*= I(LP>12. 
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Ceci conduit a examiner les conditions suivantes en a: 
(u-(j.,i))(a-c(~,~))=I(i,~)lZ 
LI~max(g(i,i),c(~,~) 
l-l > 0. 
On veritie que ce systtme admet une solution. 
(8) 
Deu.xic?me cas 
Etant donne un entier n 2 3, on considtre l’involution u du groupe 
SL(n + 1, R), dtlinie pour tout go SL(n + I, R) par: a(g) = JgJ oti 
J= 
-I 0 [ 1 0 I, . 
Le sous-groupe de SL(n + 1, R) constitue des elements invariants par c 
est: 
H={[det: ’ ~],hfsGL(n,W)~. 
D’autre part, si XE sf(n + 1, R) est tel que: JXJ= -A’, alors: 
xc0 u [ I I.’ 0. 
ou u est un vecteur ligne de R” et I: un vecteur colonne. On note q le sous- 
espace de sf(n + 1, W) constitd de ces elements, et on l’identifiera a 
n = R” x R” par l’isomorphisme: 
0 l4 
[ I l? 0 
+ (‘u, t’). 
On sait que q est stable par l’action adjointe de H, et compte tenu de 
l’identification ci-dessus, cette action s’exprime sur n par: 
Ah’ .u,dethh.t: h”=‘h ‘, 
Le groupe qui nous interesse est le produit semi-direct S = G x n ou G est 
la composante connexe de H. Ce dernier n’est autre que le groupe: 
S(GL( 1, W) x CL + (n, R)) qu’on identifie canoniquement a CL + (n, R). 
Entin, un calcul aise montre que la restriction de la forme de Killing a 
q x q ( z n x n) est donnte pour tous X= (u, u) et Y = (u’, c’) par: 
B(X, Y) = (u, IT’) + (u’, 0) 
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oti ( , ) dbigne le produit scalaire canonique sur W. Dans ce qui suit, 
nous identifierons l’espace complexifit nc de n de n g n x n, la multiplica- 
tion par i 6tant donn& par: i(u, U) = ( -t’, u). On se lixe maintenant deux 
vecteurs i, = (i.I, I.2) et p0 = (p,, p2) de n vhliant: 
(L,.j.2)(~,,~2)-(j.,,~2)(j.2,~,)Z0. (2) 
Notons que le sous-ensemble E de nc, constitui: des vecteurs A, satis- 
faisant (2) est un ouvert de Zariski. Comme dans les exemples pr&tdents, 
nous allons voir que cet ouvert est constitutt de G-orbites fermCes. 
~OPOSlTlOh I. On suppose yue A, = (&, po) &riJe la condition (2). 
Soit A = (A, p) acec: i.= (x,, X,)EII et ~=(y,,y~)~rt. Alors A est duns 
I’orhite de A, si et seulement si: 
(xl,x2)= (AIYj.2) 
(3) 
(-x2, YI > = o-2, PI >. 
En particulier Q,,, est une sowvarikth affine rPelle fermPe de nc. 
DPmonstration. Soit h E G tel que h. A, = A. Alors: 
(xl,x2)=(t ‘h.E.,, thi.,), 
t=det h 
(~1, yd=(t ‘h.p,, +,h 
de sorte que les relations (3) sont vtrili~es. R&iproquement, supposons que 
AE~, satisfait (3). D’aprh la condition (2), les vecteurs ,I1 et p, sont 
IinCairement indipendants, d’oti l’existence d’un R E SL(n, [w) tel que: 
d. I = PI , wl = e2. 
On peut done supposer: i, = (e,, a) et p0 = (ez, b), ainsi que: i. = (e,, a’) et 
p = (e,, b’). Si on pose: 
!I= o.,, i2>, B= (i19P2) 
Y = <A23 PI >9 i= (Pl*P2> 
alors il rhulte de (3): 
od u, v, u’ et 1;’ sont des vecteurs de [w” 2. 
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Si A=(ip) est de la forme g.A,=(g.&,g.p,), ou gESL(n,R) 




gb = 6’. 
Les conditions (4) imposent a ‘g de s’ecrire sous la forme: 
Ig= I2 c [ 1 0 g’ 
oh g’ E SL(n - 2, R) et C une matrice de type (2, n - 2). 
D’autre part, si on pose A = [; z] ( A est inversible en vertu de (2), 
alors les relations (5) se traduisent par: 
= (A, AC+ Bg’)= (A, B’) 
(4) 
(5) 
ou encore: AC = B’ - Bg’ . Si on pose g’ = I,, . 2 alors C = A - ‘(B’ - B). La 
matrice g ainsi obtenue est une solution de (4) et (5) et ceci acheve la 
preuve de la proposition. 
Dans la suite on verifie pour A E E la condition C3. 
On considere maintenant deux vecteurs u = (u,, u2) et u = (u, , u2) de n 
satisfaisant la condition: (u,, u,)(u,, u2) - (u,, u,)(u,, u,) #O, avec les 
relations: 
(U,, u2>= (u,v v2> 
<Ulru2)+<UZ,u,)=o. 
Compte tenu de la condition ci-dessus, les vecteurs U, , u, ainsi que u2 et u2 
sont respectivement lineairement independants et de plus, si on pose: 
F,=Ru,@Ru,, F, = Ru, @ [WC;, 




le produit scalaire nature1 sur R” induisant une dualite entre F, et F,. 
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Soit X l’eltment de gl(n, R) defini par: 
xu*= -02 
xv2 = u2 
X)q EO. 
63) 
En utilisant (6) et (7) on a par un simple calcul: 
l ‘Xu, =v, 
l ‘Xv, = -u, 
l ‘xIF; so. 
(8’) 
D’autre part on a, d’aprts (1 ), pour YE sl(n, W), x = (x1, x2) E n et 0 E R: 
(exp8Y).x=(P “‘Yx,reOY~,) 
d’ou en dtrivant par rapport a 8 = 0: 
Y.(x,,x2)=(-‘Yx,, Yxz). 
II est par consequent clair que X. u = -v et X. v = u, ce qui traduit en 
posant U = (u, v): 
x~u=(xz4,xv)=(-v,u)=iu. (9) 
Notons que le groupe a un parametre 0 -+ exp(BX) s’identifie au groupe des 
rotations du plan Ru@ [WV, muni de la structure euclidienne pour laquelle 
(u, 1;) est une base orthonormee. 
L’endomorphisme X &ant fix& il faut chercher un vecteur A’ E Q,, 
satisfaisant: 
X.A’=iU (10) 
En passant aux composantes et en utilisant successivement (9), (8) et (8’), 
on constate qu’en posant A’ = (A’, cl’), (10) s’ecrit: 
II;-u,=t,~F;, /i,-v,=rj,~F: 
t+u,=&~F;, p; - v2 = q2 E Ft. 
D’apres la proposition 1 le vecteur A’ est dans l’orbite G, si: 
(u,,e)+(5*94*)=~ 
<u,,u*>+(II,,rl*)=i 
(u,, 02) + (<*9 rl2>=8 
-(U,, vz>+(rz~fl,)=i). 
Un calcul simple montre que ce systeme admet une solution. 
(11) 
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Troisittme cas 
On considbe sur R*” + * le produit symplectique standard: 
n+l 
Cxy Yl= 1 tXiYn+l+iwXn+l+iYi). 
i=l 
C’est une forme bilintaire antisymktrique non-dlglntrke. On rappelle que 
le groupe symplectique de R2n+2 est constitut des matrices g de 
GL(2n + 2, R) telles que: 
cg~x,g~Yl=cx,Y1 V(x, y)E (lP+*)* (1) 
et qu’on le note Sp(n + 1, W). Dans ce qui suit les groupes symplectiques 
seront not& par Sp(n + 1) au lieu de Sp(n + 1, R). De mbme on dksigne par 
Z(2) le sous-groupe de GL(2, 03) form6 des matrices dont le dkterminant 
est Cgal B 1. Notons que SL(2)=Sp(l). D’aprks (l), les tltments de 
Sp(n + 1) sont caractkrisks par la relation: ‘gJg = J, oh: 
D’autre part, l’algkbre de Lie de Sp(n + 1) est constituke des matrices: 
oti X,, X2 et X, sont des matrices de type (n + 1, n + 1) avec X2 et X3 
symttriques. 
Considtrons l’involution (r de Sp(n + 1) dthie par: a(g) = ego oti 0 
dtsigne la matrice bloc: 
-10 00 
&O zn 00 [ 1 0 0 -10’ 0 0 OZ” 
Le sous-groupe de Sp(n + 1): H= {g E Sp(n + 1) : c(g) = g} n’est autre que 
,!$I( 1) x Q(n). D’autre part, q est le sous-espace des matrices: 0 k2 








0 Iv4 0 - ‘v, 
04 0 -VI 0 1 
oi les ui sont des vecteurs colonnes de R”. 
REPRiSENTATIONS INDUITES NON-UNITAIRES 259 
On sait que H agit sur q par la representation adjointe de Sp(n + 1). 
Posons: g,=[; f;]eSL(2), g,=[:. :]~Sp(n) et X=X(u,,o,,o,,o,)~q. 
Par le calcul. on obtient: 
Ad(g,).X=X(ac,+bv,,au,-bu,,du,-cu,,cu,+du,) 
Ad(g,).X=X(Dc,-Cu,, -Bu, + Au*, Au, + Bud, Co, + Do,). 
Pour les besoins de ce qui suit, nous identifions q a l’espace n = R*” x [w”’ 
par l’isomorphisme: 
de sorte que u, et u2 sont deux vecteurs colonnes de R*“. 
Compte tenu de cette identification, l’action adjointe de H sur q 
s’exprime sur n par: 
(8, g*).(u,, u2) = kz”b, + bJ,u,h gz( --cJ,ul + du,)), gz’ = ‘g;‘. 
Le groupe produit semi-direct qui nous inttresse est S = G x n, G = H = 
Sp(n) x Sp( 1). Dans ce qui suit, si X est un vecteur de n, X, et X2 dbigne- 
ront les composantes de X dans R*“. On notera aussi ( , ) le produit 
scalaire euclidien canonique sur R*“. D’autre part l’espace compltxifie 
n, de n sera identifie a n x n. Un calcul aist montre que la restriction de 
la forme de Killing a n x n s’ecrit a une constante multiplicative prb: 
B(x, JJ)= (x,, y2) + (x2, JJ,). En particulier on a: B(x, x)=2(x,, x2). 
Les fonctions polynbmes dlfinies sur n, par: 
U(2, /A)= (i,, A2) = 4 B(l, ib) 
sont G-invariantes et constituent un sysdme de gtntrateurs algebriquement 
independants de l’algtbre des fonction polynbmes rtelles G-invariantes sur 
nc (cf. Appendice 2). Soit P la fonction polynome dtfinie sur nc par: 
On veritie immtdiatement que P = V* - 4UW- Z, si bien que P est 
G-invariante. 
Notons d’abord que si sur une orbite Q de G, Z est strictement negatif, 
le produit des expressions [A,, p,] et [I,, p2] reste strictement positif sur 
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Q. Comme Q est I’orbite d’une groupe connexe, on en deduit que [i,, p,] 
garde un signe constant sur 52. Ceci nous conduit a dttinir les ouverts 
de nc: 
F+=((A,~)En,:CA,,~,l>O}, F- = {(i.,~)Enr~ : [i,,p,] CO}. 
Nous allons maintenant voir que I’ouvert de Zariski RE de nc complemen- 
taire de la variete des zeros de ZP est constitue de G-orbites fermees. 
Si A=(i.,p)~nc, on note E, la sous variite afline de nc detinie par les 
equations: (I= U(A), V= V(A), W= W(A), Z=Z(A). 
LEMME 1. Soit A un vecteur de 11~ tel yue Z(A) P(A) # 0 
(i) Si Z(A) E W: alors R, = E,,. 
(ii) Si Z(A)E [w!’ et A E F+ alors Q,, = E, n F+. 
(iii) SiZ(A)EIWf et AeF alorsQ,=E,nF . 
En particulier Q, est une composante connexe d’une sous-varibtt affine rPelle 
fermee de nc . 
DPmonstration. On pose: a = U(A), ,!I = V(A), y = Z(A) et [ = W(A). 
(ii) Compte tenu de ce qui precede il est aise de verifier l’inclusion: 
Q,cE,nF’. Riciproquement soit u= (x, J?) dans E, n F+, et 
A’ = (i.‘, p’) I’element de E, n F’ tel que: 
A’=(i.;,i.;)=(e,,ae,+ke,), k=i(/l*-4a&y) 
~‘=(~(;,~;)=(e,+,,pe,+ie,, l+e,+2). 
Pour g= [A ,O,] on a: g.u=(g.x, g.v), avec: 
g.x=(rx,, t-*x,)=X, g.)‘=((v,, t ‘1’*)= Y 
de sorte que: [X,, Y,] = r*[x,, y, J. Comme [x,, y,] E rW*, on peut suppo- 
ser que [x, , v,] = 1. D’apres le thtortme de Witt symplectique, il existe un 
gESp(n) telquegx,=e, etgy,=e,+,.Onpeutdoncsupposerx=(e,,a) 
etY=(e,+,,h).Sig=[f :],cERona: 
g.x=(e,,ce,+,+a), g.y=(en+,,-ce,+b) 
et nous pouvons done supposer a,, + , =O. Compte tenu de ce qui precede 
nous obtenons: a P 
U 
fl= [I [I 0 ’ h= li i V V’ 
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ou U, v, u’ et t” sont des vecteurs colonnes de 68” ‘. La quatrieme equation 
delinissant E, permet de calculer [a, h], ce qui fournit: 
(U,U’)-(u,d)=f(p2-4a~-;,)=k 





z= [I [I 0 et 0 ’ [z,z’]=k#O. 1’ L.’ 
De nouveau, le theortme de Witt symplectique assure l’existence d’un 
geSp(n- 1) tel que: g.z=ke,, g.z’=en+2. 
Soit h l’automorphisme symplectique de Rz” delini par: 
he,=e,, he,, ,=e,+, 




h . Y = (e,, + I Be, + ie,, + 1 + en + 2) = P’ 
de sorte que h . u = A‘. Ceci assure I’existence d’un h’ E G tel que u = h’ . A. 
(iii) La preuve est similaire a celle de (ii), sauf qu’on prend comme 
representant A’ = (%‘, p’) avec: 
%‘= (e,, ae, - ke2), p’=(-e n+krSe~-kn+l+en+2). 
(i) Nous conservons dans ce qui suit les notations de (ii). On a pour 
g= [; ~]ESL(~): g.(x, y)=(g.x, g.y)=(X, Y) avec 
X=(X,,X,)=(ax,+hJx,, -ccJx,+dx,) 
Y=(Y,, Y,)=(w, +w,,-cJy, +&,I. 
de sorte que 
Comme y E rW: et, a et b peuvent &tre arbitraires (non nuls tous les deux), 
il est toujours possible de trouver un gESL(2) tel que [A’,, Y,] est un 
nombre strictement positif. On peut done, saris restreindre la gtntralite, 
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supposer [.x,, y,] > 0. II ne reste plus qu’a recopier la preuve de l’asser- 
tion (ii) en utilisant le mCme representant A’. Ceci acheve la preuve du 
lemme. 
On considere maintenant une base (w,, w2, . . . . IV,,, .,., w*,,), symplectique 
(i.e., telle que 1 a matrice de la forme [ ., .] soit J,,), et orthonormee pour 
le produit scalaire ( , ) sur R”‘. Soient I et r deux reels tels que t* + r2 # 0. 





<U,, lb) + (u*, v,) =o 
[u,,u*]=[t:,,u*]=O. 
Soit le sous-espace de R*“: F= Ru, @ Iwo, $ Rw, + , 0 Rw, + *. Alors nous 
avons la decomposition: R*” = F@ FL. 11 est clair que l’orthogonal de F 
pour les deux structures euclidienne et symplectique sur R2” est le m&me. 
Soit XE gl(2n, R) l’endomorphisme dtfini par: 
xu, = -c,; xw ,r+I = -w,+*v 
xv, =u,; xw 
XIFI -0. 
n+?=Wn*Ir 
L’endomorphisme X est dans sp(n, R), engendre un groupe compact et 
vtritie: XU, = -v2, XL.* = u2. Si on pose U= (u, v), il vient: X. (I = ii/. 
I1 nous reste a trouver A’ dans l’orbite de A satisfaisant: 
X.A’=iU. (2) 
Si on pose A’ = (i’, p’) alors la relation (2) est veritiee si et seulement si: 
i;=u, +t,, P;=~l+lll 
j.; = u2 + ir, p; = 1;* + q* 
avec r,, q,, t2 et q2 des vecteurs de F’. 
Nous allons chercher les vecteurs 5, et vi, i= I, 2, dans le plan Rw,@ 
RW n + 3 de FL. D’apres le lemme I, A’ est dans Q,, si: 
(5,,52)+(~,rU*)=r 
(111, !I*> + <v,, L’2) =i 
(5,9rt2)+(52.rl,)=P 
((r,,~2>-(52,11,>+2(u,, ~2>)2-4Ct,9 v11Ct2, v21 =‘r 
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avec 
swCS,, ~~3 =wCj.,, ~~1 si y<O. 
On vtritie que ce systeme admet toujours une solution, d’oh le resultat 
volllu. 
APPENDICE 1: UNE CARACT~RISATION DE L'ESPACE DE SCHWARTZ 
D'UW VARIkTk SEMI-ALGkBRIQUE. 
1. Soit V un ouvert de R” contenant l’origine. Pour I< p < n, on 
pose: V,= {XE V:x,....~,#o}. 
LEMME 1. Soit V comme ci-dessus et f une fonction duns ?T=( V,) telle 
que pour tout ophateur diffPrentiel D sur V, ti coefficients constants, et pour 
tout ke N: 
I 1 v Ix, . ..xpl k lDf(x)l d.x < +a. 
Alors f se prolonge en une fonction duns %““( V), plate le long du complbmen- 
taire de V, duns V. 
DPmonstration. 11 suflit de montrer que la fonctionfqui prolonge f par 
0 sur V- V,, est plate en 0, ou encore que pour tout multi-indice 
(2 , ) . . . . 2,) E N”: 
. ax’+” +% 
?'% ae;...az f(x) = 0. 
.XE v, 
Mais comme toutes les derivtes de f satisfont egalement (l), il suflit de voir 
que f est continue en 0. La question &ant locale, on peut supposer (quitte 
i la multiplier par une fonction plateau) que f est a support contenu dans 
un pave P = [ -a, a]“, a > 0, contenu dans V. Comme P n VP posstde un 
nombre tini de composantes connexes, il suffit de montrer le resultat pour 
les restrictions de f a chacune parmi elles. Le raisonnement Ctant le mCme 
pour chaque composante, nous l’esquisons pour: W= {x E P : x, > 0, . . . . 
x,>O}. 
Pour x = (x,, . . . . x,) dans W on a: 
264 ABDERRAHIM KHAOUA 
et il en rbulte, compte tenu de (I), que f admet une limite L en 0. 
Supposons L #O; compte tenu du fait que If( est equivalente a IL1 au 
voisinage de 0 et de (1 ), l’integrale: 
d,u 
serait convergente pour tout k E N. Comme ceci est impossible, L = 0. 
2. Soit X une variete algibrique quasi-projective lisse de dimension 
n. On rappelle [Gr, p. 333 qu’un tibre C-vectoriel (de rang n) sur X est la 
donnee d’un triplet (E, p, X) 06: 
(i) E est une varitte algtbrique et p: E + X est une fonction reguliere 
telle que, pour tout XE X, la fibre p-‘(x) est un C-espace vectoriel. 
(ii) 11 existe un recouvrement (Ui)rc, de X par des ouverts de Zariski 
tels que pour chaque i, il existe une application: 
$7,: (i,xC”-*p-‘(U;) 
qui soit un isomorphisme biregulier (appele trivialisation locale algtbrique 
de (E, p, X)), lintaire sur les fibres et telle que p 3 9, soit la projection 
canonique de iJi x C” sur Ui. 
La donnee d’un tel tibre est tquivalente a celle des U, et d’une famille de 
fonctions regulitres: 
g,: iJ,n U,+GL(n,C) 
veriftant la condition du cocycle: go g/k = g,k sur Ui n Ujn Uk avec 
gii(x) = I, pour tout x dans U,. Les fonctions de changement de cartes 
algebriques 9;’ 0 9,: (I, n Ul x C” 4 U, n U, x C” sont don&es par: 
(x9 0) + (4 g,(x) .u). 
Rappelons comment est detinie la structure algebrique du fibre cotangent 
algibrique T*X= u,, x (T,X)* de X. Soit (U, z,, . . . . z,) une carte locale 
algebrique de X, i.e.: 
(a) U est un ouvert aftine de X et I’application: 
.Y 5 (z,(x), . . . . z,(x)) 
est regulitre sur U. 
(b) Pour tout XE U, les formes dz,(x), . . . . dz,(x) sont lineairement 
indtpendantes. 
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Pour tout X,,E A’, il existe une carte locale algebrique dihie au voisinage 
de x,,. Ceci dit, si (Lr, z,, . . . . z, ) est une telle carte locale, l’application 
cp: U x 62” + T*U don&e par: 
(x, u) -+ de(x). c = 1 0, dz,(x) 
I I 
dtfinit une trivialisation locale algbbrique du fibrt cotangent (algtbrique) 
de X. Soit (U,, O,)rG, la famille de cartes trivialisantes comme ci-dessus. II 
est aisC de voir dans ce cas que pour i, in I on a: 
g,,(x)=de,-‘(.r),-de,(x) VXE u,n u,. 
Le fibrC tangent algibrique TX = U ~ E x T, X de A’ est par definition le 
fibre dual algbbrique de T*X, i.e., celui dCfmi par le cocycle: 
I + g;,(x) = ‘g,, ‘(x) VxE U,n U,, i, jE I. 
La fonction p: TX + X est dCfhie par: 
p(u) =x si UET,X. 
Pour iE 1, soit (U,, 0:) la trivialisation de TU, dtfinie par: 
e:(,~,~)=fde,(~)-~ .r V(x, u) E u, x 63”. 
Comme le cocycle correspondant est justement le cocycle (g>),,.,)E,? on 
voit que W,, e:),,, est une trivialisation locale algibrique de TX. En 
particulier, on a le: 
LEMME 2. Soir (U, z,, . . . . z,) une carte locale alghbrique de X. Alors pour 
1 d i < n, Zjdz, esr un champ de Gecteurs rkgulier sur U. 
3. Soit X une vari& algtbrique quasi-projective complexe, lisse, 
dilinie sur Iw. On suppose que l’ensemble X(W), constituk des points rtels 
de X, est Zariski-dense dans X. Dans ces conditions, X(W) est appelC 
varibt algebrique rtelle. De plus X(W) est une varittt lisse. 
Une varieti semialgkbrique A’ est, par dthition, une r&union hie de 
composantes connexes (pour la topologie analytique) d’une vari& algtbri- 
que rbelle. Comme nous aurons B utiliser la vari& ambiante X, nous parle- 
rons de variitis semialgebriques (A’, X). Rappelons que si (X, X) est une 
variCd semi-algibrique, il existe un ouvert alhe U de X tel que 
X(W) = U(Iw), auquel cas (X, UJ) est une vari& semi-algbbrique. 
Soit (A’, X) une vari& semialgkbrique oti X est anine lisse. On note 
C[X] I’algtbre des fonctions rtgulitres sur X et C(X) le corps des fonctions 
rationelles sur X. On dhigne par Reg(X) l’algtbre des fonctions sur X, qui 
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sont restriction d’un element de C(X) pat-tout defini sur X, Reg(X) ne 
depend pas du choix de la variete afine X telle que (A’, X) soit semi- 
algibrique. 
Rappelons que le C[X]-module constitue des derivations de C[X], 
qu’on note Der(C[X], est de type fini et qu’il s’identifie au C[X J-module 
des champs de vecteurs reguliers sur X. De plus, pour que des champs 
de vecteurs 5,) . . . . r,, engendrent Der(C[X]), il faut et il sufl% que 
t,(x), . . . . r,(x) engendrent l’espace tangent T,X en tout point XEX. 
Un champ de vecteurs regulier sur X est, par definition, la restriction a 
X d’un champ de vecteurs regulier sur un ouvert afine U de X tel que 
U( IR) 3 X. L’espace des champs de vecteurs reguliers sur X s’identifie au 
Reg(X)-module Der(Reg(X)). Compte tenu du fait que: 
Der(Reg(X))= Reg(X) @ Der(C[X]) 
C-LX1 
ce module est de type lini. On note Diffreg(X) l’algtbre des opkrateurs 
differentiels a coefficients reguliers sur X, i.e., I’algebre des opkateurs 
differentiels, engendree par @[Xl et Der( @[Xl). 
De mCme Diffreg(X) dtsigne l’algebre engendrte par Reg(X) et 
Der(Reg(X)). Ce qui precede montre que l’on a: 
Diffreg( A’) = Reg( X) @ Diffreg( X). 
crxl 
Une fonction dans W”(X) est une fonction de Schwartz si: 
sup lQf(x)l < +,m, VD E Diffreg( A’). 
XEX 
On note S(X) l’ensemble de ces fonctions; c’est un espace vectoriel appele 
aspace de Schwartz de A’. Pour les definitions et resultats ci-dessus de ce 
paragraphe, on pourra consulter par exemple [D.C]. 
TH~OR~ME 1. Soient (X, X) et (I”, X') deux variPtPs semialgkbriques et 
p: X’ + X un morphisme ktale et fini, dkfini sur R, dont la restriction d X’ est 
un revt?tement de X’ sur X. On suppose qu’il existe sur X une mesure p qui 
est I’image, par p, d’une forme volume w sur x’, restriction d’une forme 
dtffkrentielle r&gulit+e sur X’. Soit .f dans W”‘(X) telle que: 
VD E Diffreg( X), (2) 
Alors f est duns S(X). 
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Dkmonstration. (a) Soit la sous-variett fermee de X’: 
Y={xEX’:W(X)=O} 
et u: X’ + X’ la conjugaison de X’. Considtrons l’ouvert de Zariski X; = 
X’- (Y u aY) de X’. Comme w  est une forme volume sur A”, X’ est 
contenu dans X’,(R). Quitte a remplacer X’ et X respectivement par Xi et 
p(X’,), on peut supposer que w  est la restriction a A” d’une forme reguliere 
sur X’ ne s’annulant en aucun point de X’. 
(b) Supposons le resultat demontre pour X(R). Sife W’“(X) satisfait 
(2), son prolongement f‘ par 0 en dehors de X est dans %=(X(R)) et satis- 
fait tgalement (2); doncf‘est dans S(X( R)). Compte tenu de [D.C, theore- 
me 1.2.2(i)], ,f’ est dans S(X). 11 suffit done de montrer le risultat pour 
X=X(R). 
(c) D’apres [ D.C, Proposition 1 .l.l], il existe un ouvert afline U c X 
tel que U(R) = X(R). Comme p est un morphisme fini defini sur R, U’ = 
p ‘(U) est un ouvert affine defini sur R et p: U’ + U est Cgalement un 
morphisme fini, dttini sur R. D’autre part, comme X’ et U’ sont definis sur 
R et que X’(R) est contenu dans U’, U’(R) = X’(W). On peut done, saris 
restreindre la generalite, supposer X’ et X afftnes. 
(d) Soit (U, z), ou z=(z ,,..., z,), une carte locale algtbrique de X. 
Puisque p est un morphisme etale fini, p-‘(U) est un ouvert aftine de X’ 
et l’application 
zap: p ‘(U)+C” 
est egalement etale, de sorte que (p ‘(U), z c p) est une carte locale algebri- 
que de X’. Si < est un champ de vecteurs sur X, on lui associe le champ de 
vecteur g sur X’ defmi par: 
ET, = 4% ‘(rp,y,) VXE X’. 
Si on pose Z’=ZO p, alors: dz’ = dz 0 dp. Par consequent: 
D’autre part, la restriction de 5 a U s’ecrit: 
ou chaque ai est une fonction riguliere sur U. I1 en rtsulte: 
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En particulier, F est un champ de vecteurs rtgulier sur X’. Comme algebre 
sur @[Xl, Diffreg(X) est engendree par un nombre tini de champs de vec- 
teurs reguliers r,, . . . . 5,. Ceci est equivalent au fait que r,(x), . . . . c,(x) 
engendrent I’espace T,X pour tout x E X. I1 resulte de ce qui precede que 
les champs de vecteurs reguhers t,, . . . . z,, engendrent la C[X’]-algebre 
Diffreg(X’). 
Soit p*: C[X] + C[X’] le comorphisme de p difini par: 
p*(h)=hJp VhEC[X] 
Comme p est surjective, @[Xl s’identifie a une sous-algibre de @[X’]. 
D’autre part, p ttant un morphisme fini, C[X’] est une C[X]-algebre 
engendrte par un nombre fini d’tlements dont chacun est entier sur C[X]. 
Par consequent, si acC[X’], il existe h,, h,, . . . . b,,. , dans p*(C[X]) tels 
que: 
II- 1 
a”+ c b,ak=Q 
k-0 
de sorte que: 
(e) Si D est un Clement de Diffreg(X), on note b l’unique opirateur 
differentiel sur X’ tel que: 
b(h~p)=(Dh)~p Vh E U”(X). (4) 
I1 resulte de (d) que b E DitTreg(X’). Comme p dtfinit un revetement de X’ 
sur X et compte tenu de (4), on a: 
pour tout D dans DilTreg(X). 
Soit A la sous-algebre de Diffreg(X’) constituee des opkrateurs 6, 
D E Diffreg(X ). Si on pose cp = f c p, on a: 
* 
J IDql co< +m VDE A. X’ (5) 
D’apres (d) la condition ci-dessus reste vraie lorsque D parcourt 
Diffreg(X’). Nous allons maintenant montrer, a l’aide de (5), que cp est 
dans S(A”), ce qui impliquera immtdiatement que f est dans S(X). 
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On se ramtne done au cas oh p est la mesure sur X, induite par une 
forme volume reguliere 0 et oti f v&tie: 
I lDflw< +cc VD E Diffreg(X). (6) X 
En fait, utilisant un resultat analogue au thtoreme 1.2.2(i) de [D.C] et 
dont la demonstration utilise pour l’essentiel les memes arguments, on 
pourrait montrer qu’un tel f satisfait (6) avec Diffreg(X) au lieu de 
Diffreg(X); mais nous n’aurons pas besoin de ce resultat. 
(f) D’aprts le theortme de resolution des singularitts [D.C, 0.4 et 
preuve de 1.2.4(i)], on peut considerer X comme un ouvert de Zariski 
detini sur [w dans une variete projective lisse V dttinie sur R telle que V - X 
soit un diviseur a croisements normaux. Soit f le prolongement de f par 0 
sur V(R) - X. On va montrer que f est dans %” (V(R)), plate le long du 
complementaire de A’ dans V(R). Soit done x0 dans V(R) - X. Comme 
V-X est un diviseur a croisements normaux delini sur R, il existe une 
carte algtbrique (U, z,, . . . . z,) defmie sur R et un voisinage analytique W 
relativement compact de .Y~, contenu dans U(R) tel que: 
(i) La restriction de 0: x + (z,(x), . . . . z,(x)) a W est un diffeomor- 
phisme analytique sur son image. 
(ii) II existe un entier I < p Q n tel que (V - X) n U soit la reunion 
des hypersurfaces .zr = 0, . . . . I,, = 0. 
Compte tenu de ceci et du lemme 2, il est clair que pour ke N et pour 
tout multi-indice a = (cY,, . . . . r,). 
1 d a,+ ... +I” 
D/c., = 
(z, . . . Zp)k azy . . . az:, 
est un opt?rateur differentiel a coefficients reguliers sur U n X. 
D’autre part, la forme w  est la restriction a X d’une forme reguliere (I, sur 
X detinie sur R. On peut tcrire: 
wlv~x=)tdz, A ... Adz” 
oti q E C[X n U] ne s’annule en aucun point de X n U. Maintenant tout 
operateur de la forme (l/q) D,., est un element de Diffreg(X n U) et 
comme tel s’ecrit: 
f D,., = i 0, 
I= I 
avec a,, . . . . a, dans C[U] et D,,..., D, dans Diffreg(X) (car U et X etant 
affines, C[U n X] = C[U] @[Xl). Comme W est relativement compact 
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dans U(R), done dans U, les ai, I < i,< R, sont bornees sur W. En trans- 
formant localement (6) a I’aide de la restriction de 8 a Xn W, on obtient 
que f  vkifie: 
Je,wn,, Ix, ..l.,v 
P 
Ik ~,‘;“;:..‘:;;:“(I- I)1 dx< +m 
n 
pour tout k E N et Q = (sl, , . . . . r,) E N”. D’apres le lemme 1, f r: & ’ se 
prolonge en une fonction dans Y(0( W)), plate le long des hyperplans 
x, = 0, 1 6 i < p. Notre assertion en resulte. 
(g) Comme V(R) est compacte, S(V(R)) = %:“(V(R)). Or d’aprb 
[ D.C, theortme 1.2.41: 
S(X)= {~ES(V([W)):D~I~~~, x=0 YoEDiffreg(V(R))}. 
PuisquefE%T’r(V(R)), il est clair que f ES(X). 
APPENDICE 2 
Dans ce qui suit, nous determinons l’algebre des fonctions polynomes sur 
n, = (R’” x R2n)2, invariantes sous l’action de G = Sp( 1) x Q(n) (exemple 
6.3). Si pour u = (x, v) dans nc, on pose: 
f,;(u) = (x1 3 x2 >9 f*(u)= <VI3 v2) 
f3(u) = (XI 1 1’2 >3 f4(u) = (x2, YI > 
f5(u) = [x1 3 Y, I? Ik(u) = C.~z, Yzl. 
alors [We, theoreme 6.1.A] l’algebre des invariants sous l’action de L@(n) 
est: 
A :=cCf,,fi,1.1,fh,fs,fsl. 
Comme les actions de SL(2) et de Q(n) commutent, nous sommes 
ramenes a chercher la sous-algtbre de A, constitue des invariants sous 
l’action de Z(2). 
I1 est clair que le sous-espace de A constitui des elements homogenes de 
degrt deux est: 
A,= 6 Cj;. 
r-l 
D’autre part, comme X.(2) opkre lintairement sur nc, la composante A, 
de A est X(2)-stable. D’autre part, les ekmentsf;, 1 < i < 6, constituent un 
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systeme de gintrateurs algebriquement independants de A. Ceci resulte du 
fait qu’on peut trouver un ouvert de Zariski dans rtc sur lequel les differen- 
tielles dfi sont lintairement indtpendantes. Compte tenu de ce fait, l’algebre 
A est canoniquement isomorphe a l’algtbre symetrique S( A,) de l’espace AZ. 
Posons: Xi=f,,i~ {1,2,5,6}, X,=f3+f4, X,=f3-f4. Alors la 
decomposition de A, en somme directe de sous-espaces S(2)-invariants 
s’ecri t : 
A,=CX,$CX*@CXJ@F (1) 
ou F est le sous-espace engendrt par X4, X, et X,. 
Clairement: 
Considerons la base usuelle de 342, W), constituee des matrices: 
I1 est aist de verifier les relations suivantes: 
Y.X‘+=0,X.X5=Xs, Y.X,=X,. 
Ceci permet de voir que I’action de s/(2, W) sur F est equivalente a I’action 
adjointe de 42, R), un operateur d’entrelacement &ant l’isomorphisme 
0: F* s/(2, R) qui envoie X4 sur H, XS sur Y et X, sur -X. D’aprb [Go, 




u= ;, [ 1 -z . 




correspondent, par la forme SL(2)-invariante (A, B) + tr(AB), aux vec- 
teurs 4 H, f Y et 4 X. I1 en risulte, compte term de (2) et de cc qui precede, 
que les elements invariants de S(F) sont exactement les polynomes: 
P=~a,(X:-4X,X,)". 
" 
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Revenant $ (l), on a, si on note I I’algkbre des klkments X(2)-invariants 
de S(E): 
I=C[X,, x,, x,]@c[x:-4x,x,]. 
~oP0SrTroN I. L’algebre des polyn6mes G-invariants sur nc esf celle 
engendrke par les PiPmenrs: 
u-+ (-r,,.u,> 
u + (Y*, 4’2) 
u+ (x,9 )‘*)+ C-Q, y,> 
u+((-~,t Yr>- (*~*, I’*))2-4cx,, )‘IlCXZ~ Y21 
auec u = (x, y) = (l-y,, x2), (y,, y2)). 
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